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ОПЕРАТОР ЭВОЛЮЦИИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
СВОБОДНОй ТУРБУЛЕНТНОй ДИФФУЗИИ ­
С УЧЕТОМ ПРОЦЕССА БИОФИЛЫРАЦИИ 
Получено 20.06.89 
Анализируется оnератор эволюции для модели, оnисывающей уnравление 
качеством воды в рекреационной зоне моря . На основе квантово-механического nодхода 
осуществляется переход от дифференциального оператора к интегральному. В случае одно­
родного расnределени я концентрации и доnолнительных уn рощающих предположений nо­
строено и анализируется аналитическое решение. 
Рассматривается двухмерное однородное уравнение турбулентной диф­
фузии [2], моделирующее качество воды в прибрежной рекреационной зо­
не моря . 
Для поста новки задач управления качеством воды в рекреационной 
зоне моря учитывается процесс бисфильтрации (3] посредством специальной 
биофильтрацианной добавки в коэффициенте распаДа примеси. Результи­
рующее уравнение имеет вид 
де де де д2с д~с дt +Их 7fX + Иу ""д-у = kx дх2 + k y ду2 - [Л0 + А1 (t) О (у)] с, (1) 
где с - концентрация примеси ; kx, ky - коэффициенты турбулентного об­
мена вдоль осей х и у; Ил Иу - компоненты скоростей тече{IИЙ вдоль осей 
х и у; Л0 = const - традиционный коэффициент распада примеси; Л1 (t) -
к-оэффициент б~офильтраuии для линейного биофильтра, расположенного 
на оси у; о (у) -дельта -функция Дирака. 
В кq_честве линейного биофильтра может служить пояс гидробиоин­
женерньlх сооружений (искусственный риф) . Интенсивность бисфильтрации 
для черноморских мидий имеет суточную периоди чность , что может учи­
:rываться в коэффициенте лl (t) [31. 
Формальное решение уравнения (1) имеет вид (1]: 
{( а• az с (х, у, t) = ехр (- Л0t) ехр kx дх2 + l<y ду ~ -
- ll x :х - Lly :у ) t - ~ А1 (•) 0 (у) d-.} С0 (Х, у), (2) · 
/где с (х, у, О) = с0 (х , у). 
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С помошыо формулы перехода от дифференuиального оператора к ин­
тегральному 
. 00 
{ d 2 } 1 dy { (х -у)2 } ехр А dx2 f (х) = J 2 V пА ехр - 4А f (у) 
- 00 
я операторной формулы Тейлора 
ехр {В ddx } f (х) = f (х + В) 
11риведем решение (2) к виду 
{( д2 д ) с (х , у, t) = ехр {- Л0t} ехр ky ду2 - иуду t -
r } soo dx ' { (Х- Uxf- х')2 } 1 
- J /,1 (о) б (у) do 2 Yii7kx ехр - 4k,.t с0 (х , у) . 
О -оо 
Рассмотрим тождество 
exp{(ku ::2 ~ии :Y)t-JЛ1 (o)б(y)do}t= 
{( д2 iJ } л = ехр ky ()Т - uy -д- +и, 
' у у 
л 





du л ~ л л ~ 
dt = [А + В (t)] и + В (t) ехр (At), . (7) 
л д2 д л где А= ky ду2 - ии ду , В (t) = - Л1 (t) б (у). 
Дифференuиалыюе уравнение (7) преобразуем в интегральное 
1 
~ (t) = ~ ехр {А (t - 8) } (В (8) ехр {А8 } + В(8) ~ (8)) d8 , (8) 
о 
которое имеет формальное решение 
~ = n~o U d8 ехр {А (t :_ 8)} В (8) ( . . . )}" ~~ d8 ехр {А (t--:- 8)} iз (8) ехр {ll8}, (9) 
t ( t 
тде S df)G ( ... )-интегральный оператор .\ d8G ( ... ) f (t) = S d8G (8) [(8) . При-
о о о 
меняя формулы (6) и (9) к (5), получаем 
[ 
00 
dx' dy' (х - Uxt - х') 2 с(х, у, t) =ехр{-Л0t} 1 ~ V1tlk: ехр {- 4l 1 -J 4 1 nLkx nlkq , l x 
- 00 
00 
_(у - uyt- у') 2 } А (х' ') + 1 dx' ех {- (х- ихl - х') 2 } Х 




л л ~~' х В(8)ехр{А8}А(х', у) =exp{-Лofl \ . у·у х J 4nt kxky 
-00 
{ (х - Uxt- х')
2 (у- Uyi- у') 2 } А ( , ') + х ехр - 4kxt - 4kyf х ' у 
8 4 
/ 
00 оо t !Jn е, (' dx' ехр{- (х - ихt- х') 2 } L \ dO ) + J d9n-I· . . .\ de1 х 2 Jl лlkx 4kxt n 
-оо n=Oo О о 
00 00 00 00 
х .~· dYn· · · s dy1 s dyo s dy' {-(у- ицt-уп) 2 } х 2 У л (t - 8п) ky ехр 4k (t- е) 
-оо -оо -00 - . IJ n 
Х ( 1) Л (9 ) б ( ) 1 ех \- (Уп- иуеп - Уп- 1>2 } Х 
- 1 n у n 2 v (6 - е ) k р 4k (8 - о ) л n n-1 у У " п-1 
1 Х (- 1) Л1 (9п-1) б (Уп-1) Х • · · Х У Х 
' 2 л (82 - 61) kц 
е, 
Х ехр {- (У2 - иу62 - YtP } ( _ 1) Л (О ) б (у ) s . dfJ0 Х 
4ky (6~- 61) 1 1 1 0 2 V л (81 - 60) ky 
х ехр { - (yl- Уо- Uy8 t) 2 } ( - 1) At (6о) б (Уо) 
4k9 (61 - 6о) 2 V л60k9 
ХА (х', у'). (1 О) 
Таким образом, получено решение уравнения (1), выраженное через 
интегральный оператор эволюции ll]: 
с(х, у, t) = \ dx'dy'ce(t; х, у; х', у')А(х', у'), 
,, 
( 1 1) 
В случае А (х, у) = А0 = const, Л = const, uy = О, что соответствует 
первоначальному однородному распределению концентрации , постоянной 
интенсивности биофильтраuии линейного источника и отсутствию компонен­
:гы скорости течения, направленной по оси оу, решение (10) существенно 
упрощается: 
c(x,y,t)=A0 exp{-Л.0t}[1+~(- 1)n+ 1 лn+ 1 S у de - х 
n= O 
0 
2 Л (t - 6) ky 
е =е 
{ 
yz } nr den-1 






Fn (8)" d6/l-l х х -~ d80 х (14) ... 
() 2У :n; (8n- 811-1) ky о 2 V n (61 - 80) k 11 
00 
х ~ (-1}11+ 1 л?+rр,1 (8) = F (8), (15) 
11=0 
:ГОРДа 
с(х, у, 1) = А, ехр (- A,l} ll + ~ d8F (8) х 2 у . :n; (t - 8) ky 
Х ехр {- 4ku ci~ 8) } = А0 ехр {- Л0t} [ 1 + ехр {- 4ky (~2- ~*) } 7 (t)] . ( 16) 
Здесь 8* Е (0, t) (в соответствии с формулой Лагранжа для интеграла) , 
а функция 
"" ~(t) = ~ (-l)n+l ~.?+lpn+J (!). 
11=0 
Для функции Fn (8). имеем рекуррентную формулу 
(:) 
r d~ 




Применяя к левой и правой частям формулы (18) преобразование Лапласа, 
получаем - -_ 
- l ) ] - ([ .\ l )n Fn(P) = 2)1 n6k
11 
(p)Fп-J (р) = 2 У n6ky j(P) ' 
где 
00 
Fn (р) = ~ ехр {- р8 } Fn (8) d8, 
о 
[ . .~ ] = I ехр {- ре} ----,=d8=-2 r nOk ~ 0 2 У n8k" 2YPky 
Следовательно, 
_::_ - 1 
1 s+!oo - 8 2 
Fп (8) = 2лi 1 ехр {р8} Fп (р) dp = -(~) , 
s_Jioo Г Т 
где Г- гамма-функция. 
Отсюда 
00 
7 (/) = ~ (- 1)11+1 
n=O 
Из асимптотического выраж ния получаем оценки для гамма-функции 
n+t 
г( пt 1 ) 114"" Vп<8+1)(п t 1 )-г >n!, 




00 лn+J ~ -~ 
1 !7 (t) i < 1 + t ~ = Л1t 2 ехр { Л1 V7}., (22) 
11=0 
Это означает, что отличие количества примеси в мо.·хент в ем_ени i от перво­
начального (с учетом естественного распада примеси) обусловJiено процессом 
биофильтрации. 
86 
Из физического смысла с (у, t) и формулы (1 6) следует выражение 
~ t 
S [с(у , t)-A0 exp{-Л0t } )dy = - Л1 J { A 0 exp { -Л0t}[l +.r (t)] dt. 
~OQ о . 
Из выражения (23) определим вид функции t- е* (t): 
f А0 ехр {- Л0t} ехр {- 4~ (l У~ 8,. (t))} :Т (t) dy = 
- 00 у 
Следовательно, 
= А0 ехр {- Л0t} :Т (t) V n4ky (t- е* t)). 
1 
')._2 ( S ехр {- Лnt} [ 1 +5< {t ) ] dt )~ 
(t - е* (t)) - - 1- ....:..0---:---:---:-:--~:-:---
- 4nkц ехр {- J.. 0t) I (t) 
При малых t и Л1 функция 
возрастает по вре 1ени . 





В этом случае из решения ( 16) видим, что распределение концентрации 
с (х, у, t) имеет вид перевернутого гауссовского колокола с вершиной в на­
чале коорди нат, причем при малых t высота этого колокола убывает, а его 
ширина 
/..,2 
(t- е; (/)) = nl: f2 . 
ц 
(26) 
Из (26) следует, что эта функция возраtтает, причем в случае малых времен 
величина с (у, t) совпадает с решением задачи свободной диффузии от ист()ч­
нн ка типа б -функции. 
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ЗАДАЧИ СО СВОбОДНОй ГРАНИЦЕЙ 
В КРИОХИРУРГИИ 
Получено !2.04.91 
Предложены конструктивнь1е nриближенно-аналитические и численно-ана ­
литические методы решения задач со свободными границами для одномерных нелинейных 
эволюционных уравнений. 
Практически во всех областях современной медицины применяют гипотер­
мию - локальное понижение температуры ткани живого организма , и крио­
деструкцию - замораживание биоткани. · Цель криодеструкции - гибел ь 
в процессе замораживания и последующего отогрева всех патологически х 
клеток в четко оrр;шиченном объеме, как примыкающем к поверхности тела, 
так и расположенном в глубине любого органа . К основным преимуществам 
этих методов относятся: локальность и относительнаЯ безболезненность , 
биологическая юrертность, вызывающая минимальную перифокальную реак­
'цию; бескровность, обусловленная бло!}ированием капиллярных мелки х 
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